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PROBLEME SPECTRALE PENTRU PERTURBARI NELINIARE ALE
OPERATORULUI LUI LAPLACE

NICUSOR COSTEA

ABSTRACT. Scopul lucrarii este de a stabili rezultate de existenta pentru probleme spectrale
in care apar o clasa de operatori neliniari care perturba operatorul lui Laplace. Demonstratia
noastra se bazeaza pe teorema de punct fix a lui Banach.

Cuvinte cheie: perturbare neliniara, problema spectrala, prima valoare proprie a operatorului
lui Laplace.

1. INTRODUCERE

In aceasti lucrare suntem interesati de studiul unei probleme spectrale de tipul:
(1) { —div(A(Vu)) = Au , dacd z € Q

u=>0 , dacd x € 01,
unde Q@ C RY (N > 3) este un domeniu marginit cu frontiera neteda, A > 0 si A : RV — RY
este o functie.
In cazul in care A(€) = £ oricare ar fi £ € RY problema (1) devine
2) —Au=Mu , dacaxz e
u=0 , daca z € 01.

Un numir real A se numeste valoare proprie pentru problema (2) daca exista u € Hg(Q) \ {0}
astfel incat

/vuw dx = )\/wp dz, Vo€ H}(Q).
Q Q
Funtia v se numeste functie prorie asociata valorii proprii A.

Este cunoscut faptul (vezi Brezis [1], Teorema IX.31) ca pentru problema (2) exista un sir
crescator de valori proprii {\,} astfel incat A, — oo cand n — oo. Acest lucru implica ca
spectrul operatorului lui Laplace este discret pentru domenii marginite cu frontiera neteda. Mai
mult, este cunoscut faptul ca prima valoare proprie a operatorului lui Laplace, notata \; satisface
relatia
[ Vul? dx
Q

A = min _.
ueHY ()\{0} S{ ul? dx

Se stie deasemenea ca A1 este simpla, adica subspatiul propriu generat de functiile proprii
corespunzatoare lui A\; are dimensiunea 1 (vezi Gilbarg si Trudinger [2]). Se poate arata ca
daca ej(x) este o functie proprie corespunzatoare lui A1, atunci e; are semn constant pe €. Pe
de alta parte celelalte valori proprii nu sunt simple (vezi Polya si Szego [3]).

In cazul nostru operatorul div(.A(Vu)) care apare in problema (1) constituie o perturbare
neliniard a operatorului lui Laplace. Vom presupune in continuare ca A este de forma

A©) = (A1), AN (), VE= (&1, &n) €RY,
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cuAp, ..., Ay RN — Rsi A;(€) = hi(&)+2¢; oricare ar fi ¢ € RY i oricarear fis € {1,..., N}.
Functiile h; : R — R sunt functii date care sunt de clasa C! pe R si satisfac pentru orice
ie{l,...,N}sioricet e R

()] < 1si [Ri(t)] < 1.

Remarca 1. Evidentiem faptul ca existd functii care sd satisfaca conditiile puse asupra functiilor
hi. De exemplu putem considera hi(t) = cost, h;(t) = sint sau h;(t) = O%H ce M sin(a - t) cu
a>0.
Definitia 1. Spunem ca \ € R este valoare proprie pentru problema (1) daca exista u € Hol(Q)\
{0} astfel incat

/A(Vu)Vgo dx = )\/wp dx, Vo€ HH Q).

Q Q

Vom demonstra ca operatorii de tipul celor descrigi mai sus poseda o familie continua de

valori proprii intr-o vecinatate la dreapta originii atunci cand cel putin una din functiile h; nu
se anuleaza in origine.

Teorema 1. Presupunem ca ezistd ig € {1,...,N} astfel incdt hi, nu se anuleazd in origine.
Atunci orice numar real A € (0, \1) este valoare proprie pentru problema (1), unde \1 este prima
valaore proprie a operatorului lui Laplace.

Vom nota in continuare prin (-, -) produsul scalar din spatiul Sobolev H}(€2) si prin |- || norma
corespunzatoare, adica
1/2
(u, vy = /Vqu dz, |lul| = /|Vu\2 dx
Q Q
Vom nota deasemenea prin || - || 2 norma pe spatiul Lebesgue L?(Q), adica
1/2
fulie = | [ o ds
Q

2. DEMONSTRATIA TEOREMEI 1

Pentru a demonstra Teorema 1 vom utiliza o metoda intalnita in demonstratia unei versiuni
neliniare a Teoremei Lax-Milgram (vezi Zeidler [4], Sectiunea 2.15). Demonstratia utilizeaza ca
unealtd matamatica teorema de punct fix a lui Banach (vezi Zeidler [4], Sectiunea 1.6).

Mai intai, definim operatorii a : H}(2) x H}(€2) — R prin

a(u,v) = /A(VU)VU dx, Yu,v € H}(Q)
Q

§i by 0 Hi(Q) x H}(Q) — R prin

by(u,v) = /uv dx, Yu,v e H}Q).
Q

Este suficient s& aritim c& pentru orice A € (0, \;) existd u € Hg(Q) astfel incat
a(u,v) = by(u,v), Yo e HI(Q).

Propozitia 2. Operatorul a verifica urmdatoarele proprietati:
: (i) pentru orice w € HE(Q) aplicatia v — a(w,v) este liniard si continud pe H}();
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(i) |lu —v|* < alu,u —v) — a(v,u —v), pentru orice u,v € HL(Q);

s (iii) a(u, w) — a(v,w)| < 3|ju—v|| - |w|, pentru orice u,v € HL(S).
Proof. (i) Fixaim w € H}(Q). Este evident ci aplicatia v — a(w,v) este liniard. Pe de alti
parte, utilizind inegalitatea lui Holder avem

N
la(w,v)| = /A(Vw)Vv de| = Z/ (Wg,; )z, dx—l—Q/VwVv dx

N
2/ i(we, )| [oz, ] doe + 2[jw][ - [|o]| < Z/vall da + 2[jwl] - o] < (e + 2[jw[)[]v]]

= 1Q
unde ¢ este o constanta pozitiva. Rezulta ca aplicatia noastra e continua.
(ii) Avem

a(u,u —v) —alv,u —v) = /[A(Vu) — A(Vu]V(u —v) dz

Q
N

= 3 | [hi(ua) = ha(w)) (i, ) o+ 2=
Q

i=1

Utilizand Teorema cresterilor finite gi tinand cont ca |h}(t)| < 1 pentru orice t € R gi orice
i€ {l,...,N}, deducem ca

N

a(u,u —v) —alv,u—v) = Z/h;(@i)(umi—vxi)Q dx + 2||u — v||?
=19

[l = l* + [Ju = v = [lu —v]*

AV

unde 0;(z) = pi(x)ug, (x) + (1 — pi(z))vg, (x), oricare ar fi i € {1,..., N} si oricare ar fi z €

cu pi(x) € [0,1].
(iii) Utilizand acelasi argument ca mai sus avem

la(u,w) — a(v,w)| = / LA(YVa) — A(V0)]Vu da

Q
N

= Z/[hz(uzz) hi(vs;)] wg, dx+2/V(u—v)Vw dx
i=1q Q
N

< > [ IRV, — vl ] e+ 28— ] o
7::19

— Vz;)| - [w; | do + 2[|lu — o] - [Juw]]

[

INA
[~
—
§

IN

3 Hu—vH el
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Propozitia 3. Pentru orice A € (0, A1) operatorul by verifica proprietatile:
: (i) by este formd biliniard si continud pe HE(Q) x HE(Q);
: (i) by(u,u) >0, Vu € H} (Q)
: (W) exista M > 0 astfel incat
oA, w) = ba(v,w)| < M - [lu = ol - |w],  Yu,v,w € Hy(R).
Proof. (i) Faptul ca by este biliniara este evident. Utilizand inegalitatea lui Holder si faptul ca
spatiul Hg(Q) se scufunda continuu in L?(£2) obtinem
[oa(u, )| < A+ Jlull 2 - [[vll 2 < e flull - ol Vu,v € Hg()
unde ¢ este o constanta pozitiva. Am obtinut deci ca by este continua.
(ii) Pentru orice u € H}(Q) avem by(u,u) = A - |Jul|2, > 0.
(iii) Procedand la fel ca la punctul (i) obtinem

b, w) — ba(v, w)| :‘x/w—dexSAww—wpwmmp
Q
M- fu—ol| - fwll, Vu,v,w e HY(S).

IN

unde M este o constanta pozitiva. Demonstratia Propozitiei 3 este astfel completa. ]

Demonstratia Teoremei 1.
Fie A € (0, A1) fixat arbitar. Din Propozitia 2 (i) si Teorema lui Riesz deducem ca pentru
fiecare u € H(Q) existd un element pe care il vom nota Au € Hg () astfel incat
a(u,v) = (Au,v), Yo € H}(Q).

Putem astfel defini operatorul A : H}(Q) — H}(2). Din Propozitia 2 (i) si (iii) obtinem ci A
verifica proprietatile

(3) |u —v||? < (Au,u —v) — (Av,u —v), Yu,v € HL(Q)

adicd A e tare monoton, si

(1) (Au,w) — (Av,w)] <3+ Ju— vl - [wl, Vu,0,w € HY(Q)

Din relatia (4) rezulta

(5) ||Au — Avl| = ”SI‘J‘.El [(Au, w) — (Av,w)| <3 |lu—v|, Yu,vec HLRQ).

Pe de altd parte, din Propozitia 3 si din teorema lui Riesz deducem c& pentru orice u € Hg(Q)
existd un element notat Byu € HJ () astfel incat

ba(u, v) = (Byu,v)
Putem deci defini operatorul By : Hi(Q) — H}(2). Din Propozitia 3 si din caracterizarea
variationala a lui A; obtinem ca B) este un operator liniar care satisface urmatoarele:

A
(6) (Byu,u —v) — (Byv,u —v) = by(u—v,u —v) < )\—Hu — |2, Yu,v € HY(Q)
1

si pentru orice u,v € H} ()
[Bxu — Byv|| = sup [(Byu— Byv,w)|
lwll<1

(7) = sup |ba(u—v,w)| <M -|u—2
flw||<1

18



JOURNAL OF SCIENCE AND ARTS

Definim acum operatorul S : H}(2) — HZ () prin
Su = u — t(Au — Byu)

2(1=2/\1)

unde t € (0, W

). Relatiile (3), (5), (6), (7) arata ci pentru orice u,v € H}(Q) avem

| Su — SUH2

(Su — Sv, Su — Sv)
= ((u—v)—t(Au — Av) + t(Byu — Byv),
(u—v) — t(Au — Av) + t(Byu — Byv)
= |lu—v|?® - 2t{Au — Av,u — v) + 2t(By\u — Byv,u — v)
— 2t*(Au — Av, Byu — Byv) + t?||Au — Av||? + t?||Bxu — Byv|)?

IN

A

|lu — vH2 — 2t||u — vH2 + 2t)\—Hu — vH2 + 2t2HAu — Avl|||Bau — Byv||
1

+ 3| Au — Av||* + 2t?||Byu — Byv|?

<

A
<1—2t (1—)\) —|—Eth2+9752—i—M21t2>'Hu—vﬂgzoz-Hu—vH2

1
undeazl—Q(l—%l)t—F(?H—M)Qt?20. DacétzOsautz%atunoiazl. De

aici rezulta ca y/a < 1 pentru orice t € (0, %) Deci,

[Su— Sv|| < Va-|lu—vl, Vu,ve Hy(Q)

adica S este contractie de coeficient /o < 1. Din teorema de punct fix a lui Banach obtinem
ca problema u = Swu are solutie unica, de unde rezulta ca problema Au = Bju are solutie unica
in H}(2). Am obtinut astfel ci

(Au, ) = (Byu,p), Ve € Hy(Q)

ceea ce ne arata ca

/A(Vu)Vgo dx = )\/wp dr, Vo€ HJ(Q).
Q Q

Mai raméane sa aratam ca u este netriviald. Observam ca operatorul B) se anuleaza in origine,

in timp ce operatorul A nu se anuleaza in origine de unde rezulta ca u # 0. Am obtinut astfel

ca orice A € (0, A1) este valoare proprie pentru problema (1) si demonstratia Teoremei 1 este

completa.
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